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Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü àíàëîãà óðàâíåíèÿ àõîâà äëÿ âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé
çàäà÷è íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé åäèíñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå àõîâà, âðàùåíèå
âåêòîðíîãî ïîëÿ, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü.
Ââåäåíèå
Ñìåøàííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé ÿâëÿþòñÿ
âàæíûì êëàññîì êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåèçâåñòíîé (ñâîáîäíîé) ãðàíèöåé. Êàê ïðàâèëî,
â ýòèõ çàäà÷àõ èùóòñÿ îáëàñòü ñ ÷àñòè÷íî íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé è àíàëèòè÷åñêàÿ
â ýòîé îáëàñòè óíêöèÿ ïî çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Íà íåèçâåñòíîé ÷àñòè
êðàåâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé óíêöèè çàäàþòñÿ ÷åðåç íåêîòîðûé ïàðàìåòð, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ äóãîâàÿ àáñöèññà s , äåêàðòîâà êîîðäèíàòà x , ïî-
ëÿðíûé ðàäèóñ èëè ïîëÿðíûé óãîë.
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîäåðæèò èñêîìàÿ îáëàñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó
èëè íåò, çàäà÷è äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: âíåøíèå è âíóòðåííèå.
Åñëè èçâåñòíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò, òî òàêèå çàäà÷è íàçû-
âàþò îáðàòíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè. Èõ ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íà÷àëîñü
ñ ðàáîò .. Òóìàøåâà è Ì.Ò. Íóæèíà (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Îäíîé èç îñíîâíûõ
îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé ÿâëÿåòñÿ âíåøíÿÿ îáðàò-
íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðàìåòðó s â ïîñòàíîâêå Ô.Ä. àõîâà. Ô.Ä. àõîâ íàøåë
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëþñà óíêöèè, îáðàòíîé ê èñêîìîé, è äîêàçàë åãî
ðàçðåøèìîñòü. Ýòî óðàâíåíèå ñòàëî íàçûâàòüñÿ åãî èìåíåì. Îíî èçó÷àëîñü ìíîãè-
ìè àâòîðàìè, â òîì ÷èñëå Ë.À. Àêñåíòüåâûì è åãî ó÷åíèêàìè (ñì., íàïðèìåð, [2,
3℄).
Âïåðâûå ïîñòàíîâêó âíóòðåííåé ñìåøàííîé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è ïî ïà-
ðàìåòðó x äàë Â.Í. Ìîíàõîâ [4℄. Èì èññëåäîâàëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äëÿ
îáëàñòåé ñ ïîëèãîíàëüíîé èçâåñòíîé ãðàíèöåé, à çàòåì àïïðîêñèìàöèåé  è äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñïðÿìëÿåìûõ ãðàíèö. Â ðàáîòàõ [5, 6℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ [4℄ ìîæíî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü âíóòðåííåé çàäà÷è
íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ãðà-
íèöåé. Áîëåå ïîäðîáíî èñòîðèÿ âîïðîñà è áèáëèîãðàèÿ ïðèâåäåíû â [7℄.
Âïåðâûå âíåøíÿÿ ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðàìåòðó x áûëà
èññëåäîâàíà â [8℄. .. àëèóëëèíîé ïîëó÷åí àíàëîã óðàâíåíèÿ Ô.Ä. àõîâà äëÿ
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îòûñêàíèÿ ïîëîæåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïîëþñà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â ñëó÷àå,
êîãäà èçâåñòíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîëèãîíàëüíà, ïðåäëîæåí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ
ïîëåé.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ñìåøàííûõ îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Â [7℄ áûëà ðàññìîòðåíà âíóòðåííÿÿ
ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðàìåòðó x íà ïîëèãîíàëüíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ è äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàåòñÿ ïîñòàíîâêà âíåøíåé ñìåøàííîé îáðàòíîé êðàåâîé
çàäà÷è ïî ïàðàìåòðó x íà ïîëèãîíàëüíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé
åäèíñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííóþ íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé.
Ïîñòðîåí àíàëîã óðàâíåíèÿ àõîâà è äîêàçàíà åãî ðàçðåøèìîñòü.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
Ïóñòü Dz  îäíîñâÿçíàÿ ìíîãîëèñòíàÿ îáëàñòü (ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü) íàä
ñåðîé èìàíà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî îäíó òî÷êó P , ëåæàùóþ íàä ∞ (òî÷êà P 
ïðîñòàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ, äðóãèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ â Dz íåò), ñ ãðàíèöåé Lz , êîòî-
ðàÿ ñîñòîèò èç èçâåñòíîé äóãè L1z è èñêîìîé äóãè L
2
z . Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî:
1) L1z  ïîëèãîí ñ âåðøèíàìè zk = xk+iyk, k = 1, . . . , n , ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå îáõîäà L1z ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ îò z1 ê zn , è x1 = a < b = xn ;
2) L2z òàêîâà, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ìíèìîé îñè, ïåðåñåêàåò åå íå
áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå;
3) â ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ Dz ëîêàëüíî îäíîëèñòíà (ðèñ. 1).
Òðåáóåòñÿ íàéòè L2z è àíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè Dz óíêöèþ ω(z), êîíîðì-
íî îòîáðàæàþùóþ Dz íà æîðäàíîâó îáëàñòü Dω è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-
ùèì êðàåâûì óñëîâèÿì:
à) Â ïëîñêîñòè ω = ϕ + iψ äóãå L2z ñîîòâåòñòâóåò äóãà L
2
ω ñ óðàâíåíèåì
ϕ = f1(x), ψ = f2(x), ãäå f1(x) + if2(x), x ∈ [a, b] ,  ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èñêî-
ìîé àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè ω(z) íà L2z è x = Re z. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
óíêöèÿ ω(x) íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìà è ω′(x) 6= 0, a ≤ x ≤ b .
á ) Óðàâíåíèå äóãè L1ω, äîïîëíÿþùåé L
2
ω äî çàìêíóòîãî êîíòóðà Lω = ∂Dω ,
Φ(ϕ, ψ) = 0,
ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíêöèÿ Φ(ϕ, ψ) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèåðåíöèðóåìà, è ãëàäêèå äóãè L1ω è L
2
ω îáðàçóþò â òî÷êàõ ñòûêà ω1 è ω2
íåíóëåâûå óãëû piγ1 è piγ2.
Ïðîâåäåì èç òî÷åê z1, zn ââåðõ âåðòèêàëüíûå ëó÷è l1, ln è îáîçíà÷èì ÷åðåç
piα1, piαn óãëû, îáðàçîâàííûå ïåðâûì è (n − 1)-ì çâåíüÿìè ëîìàíîé L
z
1 ñ ýòèìè
ëó÷àìè. Ïóñòü piαk  âíóòðåííèå óãëû îáëàñòè Dz â òî÷êàõ zk, k = 2, . . . , n− 1 .
Ïî àíàëîãèè ñ âíóòðåííåé çàäà÷åé [6℄ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷å-
íèå íà èçâåñòíóþ ÷àñòü ãðàíèöû: ëîìàíàÿ L1z, äîïîëíåííàÿ ëó÷àìè l1, ln, ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé ìíîãîóãîëüíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïðè÷åì
n∑
k=1
(αk − 1) = 5.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî-
äîì, ïðåäëîæåííûì â [4℄. Êîíîðìíî îòîáðàçèì ïîëóïëîñêîñòü Dζ = {Im ζ > 0}
íà Dω óíêöèåé ω = λ(ζ) òàê, ÷òîáû òî÷êè ∞ , t1 = 1 , tn = −1 , ëåæàùèå íà
âåùåñòâåííîé îñè, ïåðåõîäèëè ñîîòâåòñòâåííî â èêñèðîâàííûå òî÷êè ω0 ∈ L
1
ω ,
ω1 è ω2 . Ïóñòü tk  òî÷êè íà ãðàíèöå Dζ , ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì ëîìàííîé
L1z, k = 1, . . . , n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ0 òî÷êó â Dζ , ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå ∞ â
ïëîñêîñòè z .
Îïðåäåëèì óíêöèþ z = F (ζ) = ω−1(λ(ζ)) , êîíîðìíî îòîáðàæàþùóþ âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü Dζ íà îáëàñòü Dz . Åñëè îíà èçâåñòíà, òî èçâåñòíî è óðàâíåíèå
z = F (t) , −1 ≤ t ≤ 1 , êîíòóðà L2z, à óíêöèÿ ω(z) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îðìó-
ëå ω = λ(F−1(z)) . Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì óíêöèþ z = F (ζ) áóäåì íàçûâàòü
ðåøåíèåì çàäà÷è.
Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûì íà âåùåñòâåííîé îñè óäîâëåòâîðÿåò óíêöèÿ
z = F (ζ) = x(ζ) + iy(ζ) . Ñðàâíèâàÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ óíêöèé ω(z) è λ(ζ) íà
ó÷àñòêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ L2ω , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
f1(x) + if2(x) = λ(t),
èç êîòîðîãî íàéäåì çàâèñèìîñòü
x = H(t), |t| < 1. (1)
Ïóñòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû ïîëèãîíà, èìåþò âèä
akx− bky = ck, k = 1, . . . , n− 1.
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Òîãäà
akx(t) − bky(t) = ck, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1. (2)
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ÷åðåç (tk, tk+1) îáîçíà÷åíà ÷àñòü ãðàíèöû Dζ â ðàñøèðåí-
íîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îò òî÷êè tk îò òî÷êè tk+1, ïðîõîäèìàÿ â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè.
Äèåðåíöèðóÿ (1) è (2), ïîëó÷èì:
ak
dx(t)
dt
− bk
dy(t)
dt
= 0, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1,
dx(t)
dt
= h(t), t ∈ (−1, 1),
ãäå h(t) = H ′(t) ≤ 0 ïðè t ∈ (−1, 1), òàê êàê óíêöèÿ x(t) ìîíîòîííî óáûâàåò.
Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó èëüáåðòà ñ ðàçðûâ-
íûìè êîýèöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [9℄) äëÿ óíêöèè dz(ζ)/dζ â ïîëóïëîñêî-
ñòè Dζ :
Re[(a(t) + ib(t))dz(t)/dt] = c(t), t ∈ (−∞,∞),
ãäå
a(t) =
{
ak, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1,
1, t ∈ (−1, 1),
b(t) =
{
bk, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1,
0, t ∈ (−1, 1),
c(t) =
{
0, |t| > 1,
h(t), t ∈ (−1, 1).
åøåíèå èùåì â êëàññå óíêöèé dz(ζ)/dζ , ãîëîìîðíûõ â Dζ \{ζ0} , èìåþùèõ
ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà â òî÷êå ζ0 , íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìûõ íà ãðàíèöó Dζ çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê tk , 1 ≤ k ≤ n , îãðàíè÷åííûõ â òî÷êàõ tk , ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåðøèíàì ïîëèãîíà ñ óãëàìè, áîëüøèìè pi , è èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå
îñîáåííîñòè â îñòàëüíûõ òî÷êàõ tk .
Ïåðåïèøåì çàäà÷ó èëüáåðòà ñ ðàçðûâíûìè êîýèöèåíòàìè â âèäå
Re[(a(t) + ib(t))Φ(t)] = c(t)|t− ζ0|
6,
ãäå
Φ(ζ) = (ζ − ζ0)
3(ζ − ζ0)
3dz(ζ)/dζ.
àññìîòðèì óíêöèþ
Π(ζ) = eiµ
n∏
k=1
(ζ − tk)
αk−1.
Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Dζ . Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îäíîçíà÷íóþ âåòâü ýòîé
óíêöèè è ïîäáåðåì âåùåñòâåííóþ êîíñòàíòó µ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Π(t) < 0 ,
t ∈ (−1, 1) .
Ïóñòü α1 ≤ 1, αn ≤ 1 . Ôóíêöèÿ Π(ζ) ìîæåò áûòü âçÿòà çà êàíîíè÷åñêóþ
óíêöèþ îäíîðîäíîé çàäà÷è, è òîãäà ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
Φ(ζ) =
dz(ζ)
dζ
(ζ − ζ0)
3(ζ − ζ0)
3 =
Π(ζ)
pii
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t− ζ)
dt+ P (ζ)Π(ζ),
ÓÀÂÍÅÍÈÅ ÀÕÎÂÀ ÄËß ÂÍÅØÍÅÉ 95
ãäå P (ζ)  íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè |Π(ζ)| ∼ |ζ|d, ãäå d =
n∑
k=1
(αk − 1) = 5.
×òîáû èñêîìûé êîíòóð áûë êîíå÷åí, ñëåäóåò ïîëîæèòü P (ζ) ≡ 0, òàê êàê
Π(ζ)
(ζ − ζ0)3(ζ − ζ0)
3
∼
1
ζ
, ζ →∞.
Èòàê, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå α1 ≤ 1, αn ≤ 1 , èìååò âèä
z = F (ζ) = z1 +
1
pii
ζ∫
−1
Π(ζ)dζ
(ζ − ζ0)3(ζ − ζ0)
3
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t − ζ)
dt. (3)
Î÷åâèäíî, ÷òî (3) îïðåäåëÿåò îäíî èç ðåøåíèé çàäà÷è è â ñëó÷àå, êîãäà α1 > 1
èëè αn > 1 .
Îòìåòèì, ÷òî â èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (3) âõîäÿò àêöåññîðíûå
ïàðàìåòðû tk , 2 ≤ k ≤ n − 1 . Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ
îòäåëüíîé ñëîæíîé çàäà÷åé è â äàííîé ñòàòüå íå èññëåäóåòñÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ âîïðîñó îá îäíîçíà÷íîñòè àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ýòèì
èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
2. àçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ àõîâà
Óñëîâèåì îäíîçíà÷íîñòè óíêöèè F (ζ), îïðåäåëåííîé îðìóëîé (3), áóäåò ñëó-
æèòü ðàâåíñòâî c−1 = 0, ãäå c−1  âû÷åò óíêöèè dF (ζ)/dζ â òî÷êå ζ = ζ0. Èìååì:
resζ=ζ0
dF (ζ)
dζ
=
1
2
lim
ζ→ζ0
d2
dζ2
{
(ζ − ζ0)
3 dz(ζ)
dζ
}
.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå óíêöèè (ζ − ζ0)
3dF (ζ)/dζ :
d
dζ
[
(ζ − ζ0)
3 dF (ζ)
dζ
]
=
Π(ζ)
pii(ζ − ζ0)
3

− 3
ζ − ζ0
+
n∑
j=1
βj
ζ − tj
 M˜(ζ) + N˜(ζ)
 ,
d2
dζ2
[
(ζ − ζ0)
3 dF (ζ)
dζ
]
=
Π(ζ)
pii(ζ − ζ0)
3
×
×
M˜(ζ)
 12
(ζ − ζ0)
2
−
6
ζ − ζ0
n∑
j=1
βj
ζ − tj
+
 n∑
j=1
βj
ζ − tj
2−
−
n∑
j=1
βj
(ζ − tj)2
+ N˜(ζ)
2 n∑
j=1
βj
ζ − tj
−
6
ζ − ζ0
+ 2Q˜(ζ)
 ,
ãäå βj = αj − 1, j = 1, . . . , n ,
M˜(ζ) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t− ζ)
dt, N˜(ζ) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t − ζ)2
dt, Q˜(ζ) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t− ζ)3
dt.
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Òîãäà
resζ=ζ0
dF (ζ)
dζ
=
Π(ζ0)
2pii(ζ0 − ζ0)
3
M(ζ0)
 12
(ζ0 − ζ0)
2
−
−
6
ζ0 − ζ0
n∑
j=1
βj
ζ0 − tj
+
 n∑
j=1
βj
ζ0 − tj
2 − n∑
j=1
βj
(ζ0 − tj)2
+
+ N(ζ0)
2 n∑
j=1
βj
ζ0 − tj
−
6
ζ0 − ζ0
+ 2Q(ζ0)
 ,
ãäå
M(ζ0) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t − ζ0)
dt, N(ζ0) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t− ζ0)2
dt, Q(ζ0) =
1∫
−1
h(t)|t− ζ0|
6
Π(t)(t − ζ0)3
dt.
ßñíî, ÷òî Π(ζ) = eiµ
n∏
k=1
(ζ − tk)
βk 6= 0 ïðè ζ 6= tk, k = 1, . . . , n . Òàêèì îáðàçîì,
òî÷êà ζ0 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ 12
(ζ − ζ)2
−
6
ζ − ζ
n∑
j=1
βj
ζ − tj
+
 n∑
j=1
βj
ζ − tj
2 − n∑
j=1
βj
(ζ − tj)2
M(ζ)+
+
2 n∑
j=1
βj
ζ − tj
−
6
ζ − ζ
N(ζ) + 2Q(ζ) = 0. (4)
Íàçîâåì (4) óðàâíåíèåì àõîâà äëÿ âíåøíåé ñìåøàííîé îáðàòíîé êðàåâîé çà-
äà÷è ïî ïàðàìåòðó x .
Îáîçíà÷èì
S(ζ) =
n∑
j=1
βj
ζ − tj
.
Òîãäà (4) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
G(ζ) :=
[
12− 6(ζ − ζ)S(ζ) + (ζ − ζ)2(S2(ζ) + S′(ζ))
]
M(ζ)+
+ 2
[
(ζ − ζ)2S(ζ)− 3(ζ − ζ)
]
N(ζ) + 2(ζ − ζ)2Q(ζ) = 0. (5)
Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì, ÷òî M(ξ) , ξ ∈ R , îáðàùàåòñÿ â íóëü ðîâíî â îäíîé
òî÷êå ξ˜ , ïðèíàäëåæàùåé èíòåðâàëó (−1, 1) . Äåéñòâèòåëüíî, óíêöèÿ
M(ξ) =
1∫
−1
h(t)
Π(t)
(t− ξ)5dt
ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà âåùåñòâåííîé îñè è M(−1) > 0 , M(1) < 0 .
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Ôóíêöèÿ G(ζ) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ýòî âåêòîðíîå ïîëå íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â çàìûêàíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê tj , 1 ≤ j ≤ n . Äîêàæåì, ÷òî ýòî âåêòîðíîå ïîëå îáðàùàåòñÿ
â íóëü ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå ζ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
àññìîòðèì îáëàñòü Q , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëóêðóãà {|ζ| < R, Im ζ > 0}
âûáðàñûâàíèåì êðóãîâ {|z − tj | < ε} , 1 ≤ j ≤ n , è {|ζ − ξ˜| < δ} . ðàíèöà ∂Q
ñîñòîèò èç ïîëóîêðóæíîñòåé
TR = {|ζ| = R, Im ζ ≥ 0}, T
j
ε = {|ζ − tj | = ε, Im ζ ≥ 0}, 1 ≤ j ≤ n,
Tδ = {|ζ − ξ˜| = δ, Im ζ ≥ 0},
è îòðåçêîâ ∆k , 1 ≤ k ≤ n + 2 äåéñòâèòåëüíîé îñè, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê tj , 1 ≤
j ≤ n , è ξ˜ .
Åñëè âåêòîðíîå ïîëå G íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â Dζ , òî îíî îòëè÷íî îò íóëÿ íà
∂Q . Ïîäñ÷èòàåì âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ G ïî ãðàíèöå îáëàñòè Q ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì R è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è δ è ïîêàæåì, ÷òî ýòî âðàùåíèå îòëè÷íî
îò íóëÿ. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå íà ñàìîì äåëå îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïî êðàéíåé â îäíîé òî÷êå èç îáëàñòè Q ⊂ Dζ (ñì., íàïðèìåð, [10℄). Òàêèì îáðàçîì
áóäåò äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ àõîâà â Dζ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç VG(γ) âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ G âäîëü êðèâîé γ . Èìååì
VG(∂Q) = VG(TR) +
n∑
j=1
VG(T
j
ε ) +
n+2∑
k=1
VG(∆k) + VG(Tδ).
Îáõîä ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ∂Q îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê, ÷òî îáëàñòü Q
ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ñëåâà.
Åñëè ξ ∈ ∆k , òî G(ξ) = 12M(ξ)  íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ, íå
îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü, ïîýòîìó VG(∆k) = 0 , 1 ≤ k ≤ n+ 2 .
Íàéäåì òåïåðü VG(TR) ïðè áîëüøèõ R . Ïóñòü ζ = Re
iθ
, 0 ≤ θ ≤ pi . Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
M(ζ) ∼ −aζ2ζ3, N(ζ) ∼ aζζ3, Q(ζ) ∼ −aζ3 ïðè R = |ζ| → ∞ (6)
ðàâíîìåðíî ïî θ , ãäå
a =
1∫
−1
h(t)
Π(t)
dt > 0.
Òàêæå ðàâíîìåðíî ïî θ
S(ζ) ∼
n∑
j=1
βj
ζ
=
5
ζ
, S′(ζ) ∼ −
5
ζ2
, R→∞. (7)
Èç (5)(7) ñëåäóåò, ÷òî
G(ζ) ∼ −aζ2ζ 3
[
12− 6(ζ − ζ)
5
ζ
+ (ζ − ζ)2
(
25
ζ2
−
5
ζ2
)]
+
+ 2aζζ 3
[
(ζ − ζ)2
5
ζ
− 3(ζ − ζ)
]
− 2aζ 3(ζ − ζ)2 = −12aζ 5.
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Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R
VG(TR) =
pi∫
0
d arg(−12aR5e−i5θ) = −5pi.
Äîêàæåì, ÷òî
VG(T
j
ε ) = 0, 0 ≤ j ≤ n. (8)
Ïóñòü ζ = tj + εe
iθ
, 0 ≤ θ ≤ pi . Èìååì, ÷òî
S(ζ) ∼
βj
ζ − tj
, S′(ζ) ∼ −
βj
(ζ − tj)2
, ε = |ζ − tj | → 0,
ðàâíîìåðíî ïî θ . Òîãäà
G(ζ) ∼M(tj)G1(ζ), ε→ 0,
ãäå
G1(ζ) = 12− 6βj
ζ − ζ
ζ − tj
− (βj − β
2
j )
(
ζ − ζ
ζ − tj
)2
.
Äàëåå,
ζ − ζ
ζ − tj
= 1− e−i2θ,
ïîýòîìó
Re
ζ − ζ
ζ − tj
≥ 0,
∣∣∣∣ ζ − ζζ − tj
∣∣∣∣ ≤ 2.
Åñëè βj > 0 , òî
ReG1(ζ) ≥ 12− 12βj − 4(βj − β
2
j ) = 4(3− βj)(1− βj) > 0.
Åñëè æå βj < 0 , òî
ReG1(ζ) ≥ 12− 4|βj − β
2
j | = 12− 4|βj|(1 + |βj |) > 0,
òî åñòü ñïðàâåäëèâî (8).
Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî |VG(Tδ)| = pi ïðè ìàëûõ δ .
àññìîòðèì ïîâåäåíèå M(ζ) è N(ζ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ˜ . Ïóñòü ζ = ξ˜ + τ .
Îáîçíà÷èì
Ak =
1∫
−1
h(t)
Π(t)
(t− ξ˜)kdt, k ∈ N.
Â ñèëó âûáîðà ξ˜ èìååì A5 = 0 . Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî A4 > 0 . Òîãäà
M(ζ) =
1∫
−1
h(t)
Π(t)
(t− ξ˜ − τ)2(t− ξ˜ − τ )3 dt =
=
1∫
−1
h(t)
Π(t)
[(t− ξ˜)5 − (2τ + 3τ )(t− ξ˜)4 + · · · ] dt =
= −(2τ + 3τ)A4 +O(|τ |
2), |τ | → 0,
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N(ζ) =
1∫
−1
h(t)
Π(t)
(t− ξ˜ − τ)(t − ξ˜ − τ )3 dt = A4 +O(|τ |), |τ | → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,
G(ζ) = 12M(ζ)− 6(ζ − ζ)N(ζ) +O(|τ |2) =
= −12(2τ + 3τ)A4 − 6(τ − τ )A4 +O(|τ |
2) = −30A4(τ + τ ) +O(|τ |
2), |τ | → 0.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî óíêöèÿ G(ζ) ÿâëÿåòñÿ 5 -àíàëèòè÷åñêîé,
G(ζ) = −30A4(τ + τ) +
5∑
k=0
τkΦk(τ),
ãäå óíêöèè Φk(τ) àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè íóëÿ, è Φ0(0) = Φ
′
0(0) = Φ1(0) = 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîì çàìêíóòîì êðóãå |τ | ≤ δ0 ýòè óíêöèè îãðàíè÷åíû
âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè, ïîýòîìó
∂
∂θ
ReG(ξ˜ + δeiθ) = 60A4δ sin θ − Im
5∑
k=1
τk[τΦ′k(τ) − kΦk(τ)] = 60A4δ sin θ +O(δ
2)
ïðè δ → 0 . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ìàëûõ δ∣∣∣∣ ∂∂θ ReG(ξ˜ + δeiθ)− 60A4δ sin θ
∣∣∣∣ ≤ cδ2.
Îïðåäåëèì ïðè ìàëûõ δ
θ0 = θ0(δ) = arcsin
cδ
60A4
.
Ïðè θ0 ≤ θ ≤ pi − θ0 èìååì
∂
∂θ
ReG(ξ˜ + δeiθ) ≥ 0,
ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ ReG(ξ˜ + δeiθ) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé óíê-
öèåé ïî θ íà îòðåçêå [θ0, pi − θ0] .
Òåïåðü ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ G(ξ˜+δeiθ) íà îòðåçêàõ [0, θ0], [pi−θ0, pi] . Ïîñêîëüêó
G(ξ˜ + δeiθ) = −60A4δ cos θ +O(δ
2), δ → 0,
ðàâíîìåðíî ïî θ , òî ïðè θ ∈ [0, θ0]
|G(ξ˜ + δeiθ)−G(ξ˜ + δ)| ≤ 60(1− cos θ)δ +O(δ2) ≤
≤ 60(1− cos2 θ)δ +O(δ2) = O(δ2), δ → 0.
Òàê êàê
G(ξ˜ + δ) = 12M(ξ˜ + δ) = −60A4δ +O(δ
2), δ → 0,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ , òî çíà÷åíèÿ G(ξ˜ + δeiθ) ïðè θ ∈ [0, θ0] ëåæàò â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè θ ∈ [pi− θ0, pi] è äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ δ çíà÷åíèÿ G(ξ˜ + δeiθ) ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ReG(ξ˜ + δeiθ) íà [θ0, pi − θ0] îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ δ êðèâàÿ G(ξ˜ + δe
iθ) ,
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θ ∈ [0, pi] , ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü â åäèíñòâåííîé òî÷êå A . Ýòà òî÷êà äåëèò êðè-
âóþ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ BA ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, à äðóãàÿ
AC  â ïðàâîé. Ïîñêîëüêó òî÷êà C ëåæèò íà ìíèìîé îñè, à òî÷êè B è C  íà
äåéñòâèòåëüíîé, ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà C ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,
VG(Tδ) = VG(BA) + VG(AC) = −
pi
2
−
pi
2
= −pi,
à åñëè  â ïðàâîé, òî
VG(Tδ) = VG(BA) + VG(AC) =
pi
2
+
pi
2
= pi.
Òàêèì îáðàçîì, âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ VG(∂Q) = −5pi±pi 6= 0 . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âåêòîðíîå ïîëå G îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé òî÷êå îáëàñòè
Q , ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå àõîâà â Dζ èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû  08-01-00381 è  06-01-81019-Áåë).
Summary
S.R. Nasyrov, L.Yu. Nizamieva. Gakhov Equation for Mixed Inverse Boundary Value
Problem on Riemann Surfae with a Simple Branh-Point over Innity.
The paper proves solvability of a Gakhov equation analogue for external mixed inverse
boundary value problem on a Riemann surfae. The surfae is supposed to ontain a unique
simple branh-point over the innity. The proof method uses tehnique of vetor eld rotation.
Key words: mixed inverse boundary value problem, Gakhov equation, vetor eld
rotation, Riemann surfae.
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